Kapitel 6

Stabile Teilkomplexe und
Kommutatoren

6.1 Absolutes Kommutatorschieben

Eine denkbare Strategie, mit der man ein Gegenbeispiel zu (AC) als solches
erweisen konnte, hitte wegen Satz 3.2.16 darin bestehen konnen, verschiedene
Prisentationsklassen durch Projektion von Relatoren ihrer Vertreter in geeig-
nete Kommutatorstufen zu unterscheiden. Die Hoffnung wiirde darin beste-
hen, entlang hoherer Kommutatoren der Relatorengruppe Invarianten fiir Q-
Prasentationsklassen zu schaffen. Cynthia Hog-Angeloni und Wolfgang Metz-
ler haben 1990 in ihrer Arbeit ,Stabilization by free products giving rise to
Andrews-Curtis equivalences®, [11] folgenden Satz bewiesen:

Satz 6.1.1. Sind die kompakten und zusammenhdngenden CW-2-Kompleze K
und L ewnfach homotopiedquivalent, so kénnen sie durch geeignete Deformatio-
nen der Dimension § in Komplexe K' und L' deformiert werden, so dass die
zugehdérigen abgelesenen Prdsentationen P = Py und Q@ = Py die folgenden
Eigenschaften haben:

P =A{ai,...,a9|R1,..., An) und @ = (ay,...;ag|S1,...,Sp) sind endliche Prd-
sentationen mit gleicher Relatorengruppe N C Fl(ai), und es gult Rj.S'j_1 e N(U
fir alle j. O

In ihrer Arbeit ,Andrews-Curtis-Operationen und Héhere Kommutatoren der
Relatorengruppe [10] haben Cynthia Hog-Angeloni und Wolfgang Metzler dann
- ebenfalls 1990 - folgenden Satz bewiesen, der die Hoffnung auf eine irgendwo
in héheren Kommutatoren lebende Invariante zunichte macht:

Satz 6.1.2. Seien P = (ay,...,a4|Ry,...,Rs) und @ = (ay,...,ag|S1,...,5h)
endliche Prasentationen mit gleicher Relatorengruppe N C F(a;) und mit je-
weils Rij_l e N, Dann ldft sich zu jedem n € N durch eine Q-Operation

an P erreichen, dass die transformierten Relatoren Rij_l € N erfillen.
Den Beweis erledigen wir gemeinsam mit dem von Satz 6.2.1, der eine rela-
tive Version und damit eine Verscharfung von Satz 6.1.2 darstellt. Die Q-
Transformation des Satzes 6.1.2 kann nidmlich unter gewissen Zusatzvorausset-
zungen besonders ,schén® gewahlt werden:
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6.2 Relatives Kommutatorschieben

Satz 6.2.1. Seien P = (a; ,ag|Ry, ..., Ri) und @ = (ay,... sl T v O1)
endliche Prdsentationen rmt g!ezcher Relatorengruppe N C Fla;) und mit Je-
weils R; S e N, SeineN,set2< h <! und es gelte R:S; N(m)
fiir alle 1 E {h+1,...,1}. Dann gibt es eine Q-Transformation an P ?‘efatw
{Rhst,. R;}, 50 a'ass die damit transformierten Relatoren R; .5'“ e N fir
alle j € { ., h} erfiillen.

Korollar 6.2.2. Es seien

P = (al:"‘.lagiRli'")Rh)R’h+11"’!Rf>
Q = (all"'lag|51!"‘lel)Rh-f-l\"‘!Rf)

endliche Prisentationen mit gleicher Relatorengruppe N C F'(a;) und R-S‘1 =

NO) fir alle j. Dann ldft sich zu jedem n € N durch eine Q-Operation an ’P
relativ {Ra41. ..., Ri} erreichen, dass die transformierten Relatoren R; S

N®) fir alle j € {1,...,h} erfillen.

Wenn gewisse Relatoren in P also bereits zu ihren , Partnern“ in Q kongruent
modulo n-ter Kommutatoren sind, also so, wie man sie gerne hatte, und man
mindestens zwei Relatoren verindern darf, dann kann man eine @)—Transfor-
mation wihlen, die die bereits kongruenten Relatoren festlafit. , Festlassen eines
Relators® heiBt dabei nicht nur, dass dieser nach der Transformation dieselbe
Gestalt wie vorher hat, sondern sogar, dass er wihrend der gesamten Transfor-
mation nicht verandert wurde.

Die Voraussetzung h > 2 ist fiir den gleich folgenden Beweis wesentlich. In-
wieweit und gegebenenfalls mit welchen Mitteln sich dieser ,Schénheitsfehler®
beheben 1a8t, werden wir im Kapitel 6.3 diskutieren.

Natiirlich wire es denkbar und moglich, Satz 6.2.1 etwas suggestiver zu formu-
lieren. Zu dem Vortrag des Satzes in der obigen Fassung auf dem Treffen der
AG in Heidenrod stellte Sergeij Matveev die verstandliche Frage: ,,Warum so
viele Buchstaben?* Die Antwort darauf ist: Es erscheint sinnvoll, den Satz 6.2.1
so zu formulieren, dass sein Beweis moglichst wortlich aus dem fiir Satz 6.1.2
erreicht werden kann, und genau das wollen wir nun tun:

Beweis. Zunichst haben wir uns um die Situation A = 1 im ersten Satz zu
kiimmern: Ist A = 1, so erzeugen die Worte Ry und Sy in (ai, ..., ag) denselben
normalen Abschlufl, und dann sind sie nach dem Korollar zum Freiheitssatz von
Magnus (Korollar 3.4.2) konjugiert oder invers konjugiert zueinander. Insbe-
sondere sind sie dann aber Q—aquivalent.

Wir konnen fiir Satz 6.1.2 also A > 2 annehmen, im Fall von Satz 6.2.1 ist dies
ohnehin Voraussetzung. (Satz 6.1.2 ist in diesem Fall der Spezialfall von Satz
6.2.1 mit der Besetzung der Rpy1,...R; mit dem leeren Wort.) Der gemeinsame
Beweis besteht aus einer Induktion nach der Kommutatorstufe n.

Dabei ist die Verankerung, n = 1, bereits unmittelbar in der Voraussetzung
erledigt. Zum Beweis beider Satze nehmen wir nun als Induktionshypothese an,
die Behauptungen seien fiir die Kommutatorstufe n — 1 mit n > 2 gezeigt. Der
InduktionsschluB besteht nun aus sechs Schritten.

Ziel von Schritt A ist das beweistechnische Zuriickspielen des relativen Falls auf
den absoluten. Wir bezeichnen die bereits transformierten Relatoren in P so
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wie die urspriinglichen mit R; — das wird nicht zu Missverstindnissen fiihren.
Wir haben durch die Induktionshypothese folgende Situation:

By =8 - W mit W; e N fiiri=1,... Ak (1)
R, =5; W, mit Wy e NI firi=h+1,...,1 (2)

Dabei ist (1) fiir sich alleine auch schon als Induktionshypothese in den Bezeich-
nungen von Satz 6.1.2 zu verstehen, und (2) ist gerade die Zusatzvoraussetzung
von Satz 6.2.1. Sie ist aber keineswegs eine Wiederholung oder Selbstverstand-
lichkeit, sondern integraler Bestandteil der Induktionshypothese; denn diese be-
sagt ja gerade, dass die @—Transformation, die die Aquivalenz modulo N(*—1)
hergestellt hat, schon so gewahlt werden konnte, dass die Relatoren Ruy1, ..., i
von ihr nicht verindert wurden.

Die W; sind nach Lemma 3.2.17 Produkte von Kommutatoren (n — 1)-ter Stufe
bzw. n-ter Stufe in Konjugaten der .S’;H. Wir schreiben W; = W;(Sy,...,5).
Eines der wesentlichen Mittel des Induktionsschlusses ist nun folgendes Verfah-
ren: Kommt in Ry, etwa in der eben gewahlten Darstellung, das Wort Sjil JFE
vor, so erlaubt uns eine @-Transformation an R;, dass wir Sjﬂ durch das Ge-
genwort W¥!(Sy,...,S)) nach (1) und (2) ersetzen. Sei etwa R; = 5;X5;2,
dann kénnen wir die gewiinschte Transformation wie folgt direkt angeben:

SiXS$;Z = SiXS;Z - (Z7'Wi(S;W;) ™' W Z) = SiXWZ. (3)

Fiir ein Vorkommnis von S; mit negativem Exponenten verfahrt man ahnlich.
Natiirlich muB fiir jedes in R; vorkommende S;,i # j, einzeln eine Operation
nach (3) durchgefiihrt werden.

Nach dieser Methode ersetzen wir in den R; mit 1 < ¢ < h die dort vorkommen-
den S; mit h+ 1< j < 1. So kommen wir nach (3) zu folgender Situation - die
R; bezeichnen wieder die bereits transformierten Relatoren:

Ri=S8 Wi(S1,...,Sn Wil . W) fiirie {1,...,h} (4)

Bislang haben wir echte Gleichheiten angegeben. Ab dieser Stelle betrachten
wir die R; nun zum ersten Mal nur noch bis auf Kongruenz modulo N®) und
bezeichnen dies durch den Doppelpunkt statt des' Gleichheitszeichens. Nach (2)
gilt fiir j € {h+1,...,1} schon W; € N also sind die W; kongruent eins
modulo n-ter Kommutatoren, und mit (4) haben wir bereits:

RS Wl . B L e 1) BP9 8 [T ons i (5)

Jede innerste Klammer der Gestalt [aSa™!,1] ist trivial. Wird ein S; durch
1 ersetzt, so werden also alle innersten Kommutatorklammern, in denen S;
vorkam, trivial. Wegen Lemma 3.2.17 schreiben wir:

R,‘:S,‘-W(Sl,...,sh)fﬁ[’iE{l,...,h} (6)

Die W; sind hier strenggenommen nicht dieselben wie die in (1). Korrekt for-

muliert wire: Wir gewinnen durch @- Operationen an den R; neue W; € AR
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die nur noch Produkte von Konjugaten der S; mit 1 < j < h in der Gestalt von
Lemma 3.2.17 sind. Damit ist der Beweis fiir den relativen Fall vollstindig auf
den fiir den absoluten zuriickgespielt. Wir haben bislang nur an denjenigen R;
mit i < h Transformationen vorgenommen. Der weitere Beweisgang folgt fast
wértlich dem in der Originalarbeit [10]. Auch hier werden nur an an denjenigen
R; mit i < h Transformationen vorgenommen. Wir benétigen nun noch fiinf

Schritte.

Unser Ziel in Schritt B ist nun, Transformationen relativ {Ru41,..., Ri} zu
finden, die die Relatoren R;,..., Ry in die nachfolgende Gestalt tberfithren.
Dabei nimmt 7 einen festen Wert zwischen 1 und A an, und j durchlauft alle
iibrigen Werte zwischen 1 und h:

Bee 8 BT ML B S0 L cony Dlpos
Wasn (1 o0iL5:S5 350 o5 1)
Wisi(1,...,1,8,1,...,1),...
6 W O SRS
Ryn 8y W5 (81, y 1 S 1y o -0 5 i £ (7)
Unser Ziel ist also, (7) aus (6) zu gewinnen. Wieder ersetzen wir nach dem
Muster von (3} die ,fremden“ S; und erhalten:

Ri 8 Wi(W7YS1,...,8),...,WZL(51,...,5), i,
WS 5 e ik v & Wy (8 e S
R; 55 WJ'(SI,...,Sh), = (8)

Nun ersetzen wir nach (3) in den R; alle Vorkommnisse von SE! erneut durch
deren Gegenfaktor in seiner Gestalt von (8). Wir bekommen damit:

Ri :S{‘ VV‘I'(WI_](SI:"'lsfi))---aVV,'__lg_(Sll"'xSh))Sia
m:.ll(sli"‘lSh)!"'QWh-](Sll"'!Sh)))

Rj :S;- Wj(Si....,Sic,, WY W H(S1,...,8h)i- o,
Wi (S, Sh), Si, Wi (St - Sa)y

Wy 81 e Si)) Sttt oo o 80y T EE (9)

Danach ersetzen wir das unterstrichene S; noch einmal und bekommen auf diese
Weise:

B 18 WISy coeBidy s s Wi il 81 e =900 55
W B o B vomy Wy, 68 ooy B0

Ry :8;- Wj(Si....,Sic,, W H W (S1,...,8h), ..,
i o O N vl SO T

I/Vg‘zll(sla"'ﬁSh))SfIM/;‘;-I](Sl:t"')gfl):'--:
Wh_l(sl)---)Sh)))m:.ll(gl:---:Sh)l"'a
W S oo T) ) Sean s v58) J#I (10)
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Diese Darstellung ist nicht wirklich iibersichtlich. Auf einen Teil der Argumente
in den W} konnen wir aber verzichten. Dann haben wir:

Ri :Si- WiW7YS1,...,8m), .., WZi(S1,...,54), S,
Wi (S1, o Sh)s o Wi (S, Sh)),

Rj S Wi(Si....,Sio, Wotwt, . Wi,
W ST s s W S WS e,
M/,';lls-'wwh_l)zsi-}-ls"':Sh) J#l (11)

Nun ist aber

wohwrt L Wil
M_I(Wl_ll'uswf__llxsis ;‘;.lll"':wh_l) )
Weiives s Wy ') (12)

ein (n—1)-ter Kommutatorin (n—1)-ten Kommutatoren, insbesondere Kommu-
tator in (n—1)-ten Kommutatoren und damit n-ter Kommutator und kongruent
eins modulo N, Wir wollen die Rx aber nur bis auf Kongruenz betrachten
und diirfen deshalb fiir (12) in (11) eins einsetzen. Damit haben aber die R;
bereits in die Gestalt von (7); denn wir erhalten:

Ri: S‘i' m(wl_l(sl:-<wSh)a'*'lm_—il('s'll"'lsh)’si’
Wi;ll(sll"-esh)iﬂ'IW,;I(Sl)'--ySh))s
Ri: S Wi(St,...Sict,1,Sis1,. ., S)  i#] (13)

Die soeben gewonnene Gestalt der t; verwenden wir nun zur Einsetzung in R;.
Zunichst wird nach der Methode (3) in R; jedes S;,j # ¢ durch den Ausdruck

Wj_l(Sll"-:Si—1|1,5i+1,...,sh)

ersetzt. Nochmaliges Einsetzen bringt Wj_l Wit wEh LW, wh,
wo vorher S; stand. Dieser Ausdruck ist nun wieder Kommutator in (n —1)-ten
Kommutatoren, also n-ter Kommutator und kongruent eins modulo N, Also
erhalten wir aus (13) durch die vorgenannten Einsetzungen in R; und Reprasen-
tantenwechsel modulo N(*) die gewiinschte Darstellung (7).

Wir haben ab (8) nur mit Reprisentantenwechseln und Einsetzungen gearbei-
tet. Den Reprisentantenwechseln entspricht gar keine @-Transformation, den
Einsetzungen nach (3) eine @-Transfomation an dem Relator, in dem eingesetzt
wurde. Demnach haben wir bei allen bisherigen Transformationen die Rela-
toren Rp41,... R unverdndert gelassen, die bisherige Transformation war also
tatsachlich relativ {Ra41,... R}, wie verlangt. Wichtig ist auch der Hinwels,
dass schon in den letzten Schritten die Voraussetzung h > 2 wesentlich war. Es
sind fiir das hier benutzte Beweisprinzip mindestens zwel verinderbare Relato-
ren notig: Der zweite wird mit dem ersten transformiert, und der erste wird
wiederum mit dem transformierten zweiten transformiert.

In Schritt C wiederholen wir Schritt B sukzessive A — 1 mal. Bei jedem Durch-
gang nimmt die innerhalb des Durchgangs feste Variable 7 einen neuen Wert
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an. Hat i nach allen Durchgangen alle Werte von 1 bis h durchlaufen, so hat
jeder Relator eine der von R; in (7) entsprechende Darstellung erhalten, und
wir haben:

RjZSj-M’}(l,...,l,Sj,l,...,l) (14)

Wie schon am Ende von Schritt A bei (6) konnen wir nun zu einfacheren Worten
fiir die W; iibergehen, diesmal andern wir aber die Bezeichnung und erhalten:

R; : 5; - Vi(S;) (15)
Im jetzt folgenden Schritt D wollen wir fiir zwei der Relatoren die Darstellung

R;: S5:-V(S)
Rt Sm (16)

erhalten.
Dafiir multiplizieren wir zundchst R; mit dem Konjugat V(S - R - Vi(Si)
und verwenden dabei die Relatoren in ihrer Form nach (15):

R Si'Sm'Vm(Sm)'Vi(Si)»
B SmVin(Sm) 7)

Bis auf nte Kommutatoren kénnen wir (17) transformieren zu:

B S ValSw) - KT8 -00) (18)

Dabei soll V.21(S; - Sm) aus V,;!(Sm) dadurch hervorgehen, dass jedes S in
einer innersten Kommutatorklammer durch S; - S, ersetzt wird. Den Ubergang
von (17) nach (18) sieht man, indem man umgekehrt (17) aus (18) erreicht:
Si - S;n kann man durch den Gegenfaktor V,"'(S;) - V7! (Sm) aus Ry in (18)
ersetzen. Der Term V7' (Vi™1(Si) - V,;l( m)) liegt aber wieder in N (n) und fallt
deshalb in Kongruenz modulo N(®) weg. Fiir den relativen Fall macht man
sich noch einmal mit Lemma 4.3.3 klar, dass es egal ist, ob man mit einer @-
Transformation relativ {Ra41, ..., R} von (17) nach (18) oder von (18) nach
(17) kommt.

Wir multiplizieren nun in einmal ein Konjugat von Rmy aus (18) an R;. An die
Stelle des S, direkt nach S; tritt das Gegenwort (Vin(Sm) - Vi 1(S:i Sm))~ " und

ergibt

Ri: Si Viul(S:-Sm)- Vi(Si)

B i B « Vel 8) ~V.2 S 45m) (19)
Wir betrachten nun

Wi(Si,8m) = Vim(Si - Sm)  Vi(Si)
Wm(sissm) = Vm(Sm) ' V,;l(S, Sm)



Dann ist R; : S; - Wi(S;i, Sm) und Ren : Spy - Win (Si, Sm ), und wir kénnen wie in
Schritt B verfahren, um die zu (7) analoge Situation zu erhalten. Diese lautet
dann:

Bew B, (8 M5S0 - (5
Rt Sm (20)

Mit V(S;) = Vi (Si - Vin 1(Si)) - Vi(S:) st (20) von der Gestalt (16).

Schritt E ist wieder verhaltnismafiig kurz. Wir halten das i aus Schritt D weiter
fest, wiederholen das Verfahren von Schritt E aber noch A — 2 mal und lassen
dabei die Variable m alle noch iibrigen Werte in {1,...,h} annehmen. Wir
erhalten

R S-U(S)
Riv & fir alle j #1 (21)

Es folgt zum Abschlufl des Beweises nun Schritt F: Wir miissen von (21) durch
()-Transformationen zu

Ri: S 1<j<h (22)

gelangen.

Wir zeigen umgekehrt, wie man bei beliebig vorgegebenem U/ (S;) € N(®=1) von
(22) nach (21) gelangt. Dazu bendtigen wir auler R; noch ein weiteres R,,,. Sei
also U(S;) vorgelegt. Dann bilden wir U/*(S;;!, S;) dadurch, dass jede innerste
Kommutatorklammer (vS¥v=!, wSfw™'], (v, w Worte in den ay; d,¢ € {1, —1}),
durch [vS;%v~", wSfw™!] ersetzt wird.

Dann gilt offenbar U*(S;i, S;) = U(S;), auBerdem U*(1,5;) = 1 = U*(Sz!,1).
Lemma 3.2.18 ergibt direkt, dass U*(Sz!,S;) im normalen Abschlu von Sy,
liegt. Fir Ry : Sm ist also Multiplikation mit U*(S;,!, S;) eine @Q-Operation
mit Ry, und wir kénnen R; und R, aus (22) in

Ry B-E5)
Rt Sa - (23)

iiberfiihren. Danach multiplizieren wir das neue R; an R, und erhalten

R &-1FE8248)
Bt S -So-UHS2E.8) (24)

Dann ersetzen wir Sy, in R; durch den Gegenfaktor aus R,,:

Ri: 5 -U™S:-U'(5:'.5),5)
Rn: Sm-Si-U(S:',S) (25)

Den Faktor S; in R, ersetzen wir durch das Gegenwort aus R; und bekommen

Bei Sl U555
Rt S+ (US)HS: -U(S5),5),8:) - U™ (85} . 8) (26)
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An dieser Stelle betrachten wir

Wi(Si,Sm) = U™(Si-U (531, S:),Si)

Wi (Si,Sm) i=  (US)™N(S: - UM(SAY, Si), Si) - U (S50, Si)-
Wie schon in (7) kénnen wir S, in R; durch 1 ersetzen. Danach konnen wir mit
derselben Methode S; in Ry durch W,-1(1,S) = (U*)~Y(1-U*(S;1,1),1) =1

ersetzen.
Damit haben wir

R,‘i S{'U‘(S{'l,Sf):S{‘U(S{)
R Sm-(U9)7HL-U'(SR'1),1)- U (SR, 1) = Sm

Damit haben wir (21) und den Abschluf von Schritt F erreicht, die Beweise von

Satz 6.1.2 und Satz 6.2.1 sind vollstandig. a
Das Korollar 6.2.2 folgt direkt aus dem Satz: Gilt R; = S;, so ist ndmlich
trivialerweise Rij"l e N(™ fiir alle n € N. O

6.3 Der Fall eines einzigen beweglichen Relators
Es seien nun zwei Prisentationen

P (ﬂ],...,aklR,R},...,Ri)
Q@ = (al,--~,akl5,51,~--,5‘z)

1l

gegeben, und es gelte RS™! € NI, Fij.S’j'1 € N™. Gibt es dann eine @-
Transformation an P relativ {R,, ..., Ri}, so dass fiir den einzigen dann trans-
formierten Relator R danach gilt RS~! € N{")? Diese Frage konnen wir auch
mit Satz 6.2.1 nicht positiv beantworten. Der Beweis von Satz 6.2.1 hat, wie
schon entlang des Beweisgangs erldutert, gerade deshalb funktioniert, weil min-
destens an zwei Relatoren Veridnderungen vorgenommen werden durften. Diese
Méglichkeit entfallt nun. Und siehe da, das gewiinschte Ergebnis ist in diesem
Fall auch nicht zu erzielen:

6.3.1 Ein Q-Gegenbeispiel fiir den Fall A =1

Satz 6.3.1. (Metzler 2000) Seien fir j ¢ {—1,0,1} und m € Z, m+ 0 mod m*
und

R = tatItat~!,a™]
S = tat™?
T e [t 0™

die Prdsentationen

R
I

(a,t|R,T)
{a,t|S,T)

o
I

o1



gegeben' . Dann gibt es keine Q-Operation an P relativ {T}, so dass der trans-
formierte Relator R zu S kongruent modulo zweiter Kommutatoren der Relato-
rengruppe wird.

Man mache sich zunéachst klar, dass beispielsweise j = m = 2 die Voraussetzun-
gen erfiillen, und dass der Satz dann tatsichlich ein Gegenbeispiel zu ,,Satz 6.2.1
mit h = 1“ ergibt: Die beiden Prasentationen erfiillen in der Tat die geforderten
Relatorkongruenzen. Damit haben wir, umgangssprachlich formuliert, folgendes
Ergebnis: Um sicher zu sein, dass relatives Hochschieben in zweite Kommutato-
ren moglich ist, braucht man mindestens zwel bewegliche Relatoren. Doch hier
zunichst der

Bewers von Satz 6.3.1. Wir werden noch etwas Scharferes zeigen, und zwar, dass
sich durch @Q-Transformationen an R noch nicht einmal eine Kongruenz von R
und S modulo des ersten Zentralreihenterms (also Gleichheit im Reidemeister-
quotienten der Relatorengruppe) erreichen lasst. Weil zweite Kommutatoren
insbesondere zum ersten Zentralrethenterm gehoren, folgt damit auch die Be-
hauptung des Satzes.

Mit der Reidemeister-Schreier-Methode? sieht man, dass die Relatorengruppe
N < F(a,1) von den Konjugaten

a, bi=tat™!, c:=1%at™? ...

frei erzeugt wird. Wir betrachten fortan die Elemente der Relatorengruppe nur
noch bis auf Gleichheit im Reidemeisterquotienten. Dazu erinnern wir an den
Reidemeister-Normalformensatz 3.2.13, wenden diesen auf die eben erklirten
a,b,c,... an und betrachten Normalformen der folgenden besonderen Gestalt
(die Reihenfolge der Elementarkommutatoren in der Normalform ist im Reide-
meisterquotienten definitionsgemaf beliebig):

i [Tt a1 ol Rol s, (1)
r,s#k

Offenbar ist R gerade von dieser Gestalt, und zwar gemif Voraussetzung des
Satzes so, dass rechts neben dem zweiten Produktzeichen mindestens ein Ex-
ponent nicht kongruent null modulo m? ist®. Diese Eigenschaft bleibt, wie wir
jetzt zeigen, bei jeder der fiir uns zuldssigen Q)-Transformationen erhalten:
Modulo [N, [N, N]] kann jede Q-Transformation an R dargestellt werden als
Kompositum der folgenden Operationen:

1. Inversion
2. Konjugation mit ¢
3. Konjugation mit a

4. Multiplikation mit T

!P und Q prisentieren {ibrigens Z(t). Weil die Whiteheadgruppe von Z trivial ist (siehe Co-
hen (5]), sind die zugehsrigen Standardkomplexe einfach homotopiedquivalent und in Sachen
Andrews-Curtis interessant. Sie bilden das aktuelle ,,Lieblings- Andrews-Curtis-Gegenbeispiel*
ihrer Erfinder Hog-Angeloni und Metzler.

2ausfiihrlich beschrieben bei Magnus, Karass und Solitar [18] und Zieschang, Vogt und
Coldewey [30]

3Das ist fiir R selbst trivial: Betrachte mit Bemerkung 3.2.11 den Faktor [tat~!,a]™ - wir
hatten vorausgesetzt, dass m nicht kongruent null modulo m? ist.
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Letzteres hakt im Reidemeisterquotienten auch die Multiplikation mit Konju-
gaten von T ab: Weil 7 Kommutatorprodukt ist, ist T Reidemeister-aquivalent
zu seinen Konjugaten.

Betrachten wir nun die einzelnen Schritte und ihre Wirkung auf eine Normalform
nach (1):

Inversion #ndert nur die Vorzeichen der ¢ und macht aus dem a
Die bei Inversion sonst iibliche Reihenfolgenvertauschung in den Erzeugenden
fallt im Reidemeisterquotienten wegen der Vertauschbarkeit mit Kommutatoren
weg. Inkongruenz eines ¢ modulo m? bleibt stets erhalten, also bleibt uns eine
Normalform in der gewiinschten Gestalt erhalten.

Konjugation mit t ist dasselbe wie die Konjugation jedes einzelnen Faktors mit ¢.
Diese bewirkt in (1) eine Verinderung jedes Index k, 7,7, s um 1. Die ¢ springen
einfach einen Index weiter; die Sortierung der ¢ nach Gleichheit eines Index mit
dem ersten {-Exponenten bleibt unberiihrt. Die Gestalt der Normalform bleibt
erhalten.

Konjugation mit a: Weil a in Reidemeisteraquivalenz mit allen Kommutatoren
vertauschbar ist, macht nur das , Vorbeiziehen“ eines a an dem Term thatly—k
eine Verinderung an der Normalform aus. Dieses entspricht, wie wir im Exi-
stenzbeweis von Satz 3.2.13 gesehen haben, einer Multiplikation mit einer Po-
tenz des Elementarkommutators [t*at=*,a]. In (1) werden also nur Exponenten
verandert, die zwischen den beiden Produktzeichen stehen. Insbesondere blei-
ben diejenigen rechts des zweiten Produktzeichens ungeindert.

Multiplikation mit T ist im Reidemeisterquotienten Multiplikation mit dem Fak-
tor [tat“,a]mz. Dieser ist Potenz eines Normalformenfaktors. Bis auf Kongru-
enz modulo m? bleiben also alle Exponenten in (1) erhalten - insbesondere bleibt
Inkongruenz modulo m? erhalten.

Zusammengefasst heifit das: Welche @-Transformation wir auch an R vorneh-
men, immer bleibt in der Reidemeister-Normalform ein Kommutatorfaktor mit
echtem Exponenten stehen. Die Normalform tat~! in der es keinen solchen
Faktor gibt, kann also nicht erreicht werden. Damit ist Satz 6.3.1 bewiesen. [

1 aip aF!.
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